
π ( 1 + x)
µ
_ 1 =µx

( u+ 1 y 1 + 1 )
5
- | = 5 ( i+ ly 1)

|

…
…、 = z

等价⽆穷、 11 1 - osx ~ Ʃxz

i ex -
N x

lm ( tx ) ~x

( 1+ a)
µ -1 ~ ux
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fiuny ) = F ( ay , ) =0

dE = 装 dx +莉到 Z = E ( x,y )

F ( w , o .
= Fcxy , 歲)

, u =

xy : g 箭 : x
v =y =義;:

步 : 、”
Fuy+F . ⼀p]
⼀答 gcx到;
哥⼀xxxty 街

dz = ZxdxtEydy



E =f ( xy , 3 x - 2y )
= f ( u ,

v )

U = xy 我箭 xy
V = 3x - 2 y : 3 箭 : - 2

=靠叔
.

=

可+ 3 吼



⻄
⼀

切线⽅积法平⾯产程

X
'
= -π sin (πt )

y
'
=

- 2πωS (πt )

z ' =otpx 2 = 年4t
ut t = { x

=

-
π y = 0 Z ' : 3

切线向量可 = ( x ,gz ) = ( - π , 0 , 3 ) )

七 - 当时坐标 P = ( 0 , -2 , π )

找法平⾯⽅积设 Qx ,YE,PQLTiPoT- v

1θ= ( x , y+2, E -} T 1 - π ,
0

.
3 )

法年⾯乡程 : - π x + 3 (2 -倍) = 0

切线⽅程 =,瓷
⼀界 : 塔 : 灣
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⼀

|
、

拉格朗⽇乘数法
若为最接近 ( a

, b , c )
点

{ 设 P ( x
, y , E )

↓ 则 d= (x -a)午 (y
-bp

0P = 1d 1 =) d
2
= x
*
y+z

< +( Z - C)
2

辅助离数 F ( x, y , Z, λ ) =
x

+g
'

+2 午 λ 13x +y+ Z
-2 )

5F
。

= 2 x+3x 可 = 2Y+ 切 = 2E+λ 若⼯有表达式
= e.g .

2 = xfgz
⼆ 0

=
|m) +λ2 (

x

+y)

新 = 3x+y +2 -2 = 。 λ= -

Y = - 22 = 号

= 3 (琴) 是 - 是 - 2 的 λ 世

: X ⼆次 Y 界正 : 济

: P ( 卡⻬ , 卡 )



抛物线

w 圆
( 公 , 公 , j )

( - 三 , ⼀三 , 三 )

距离^ :
(

2 =xtzc
约条件U +y + 2 z -

2 = 0=⇒ [ (e, ypz, ⼊ ,µ)

1 Z - u≥ _y三 0 。

L = x2+y
} z=+ λ ( x+yt 2z

-2 )+µ ( Z-&
2

-y )

!xzuxuyo
=) &=g

本质⽇的为得到⼒y ,
⼊

l”。 =) Z= 2
⼿y = 2uz

交

代⼊
:

U+ x+
- 2x
2
=
2

221t ¢x
^
- ≈ I

plane
L&i+n⼀壯3 .

& i = i , &r=
- i

P, ( i ' 本 , j ) P=(- Ʃ - Ʃ, )

d=p dr =年 dcde



原̂器
F ( x,y , 凡 ) =xtly年3E

2

切平⾯

. 下=
(影, )

= 2X ,
4y , 62 )

: 给定平⾯法向量 : ( 3 , + , 3 )

找点 ( x0 ,Y ,
t0 ) ⼜F 1 X0 ,y ,

Z. ) = kin

2X % = 3 k X% =Ʃ ,=
4Y。

= - 1 KY 。 = 年 K“
后62. = 3 K EiK ⼆ ±5

且 X 午2 y
. +3 E

。

21

去得 K1
=52% 818+ 1+6 k

2

= 1

K≡ 58
K =5

项
,



版插
交换积分次序 X : otol

Y :

x +|
=)
φ: 0 %

Sidftsing X: yal

= f 。 dy % singidx
=

f ! ysiny
'

dy
= 三 asy| !
=Ʃlasl



哥
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设 µ= fSofx, g)dxdy
/
/otxy ,dxg = 1],y

↓

少⼀名Mdx少
" µ= { /

b

=y= dxdy弄以☆

S =π r==π ( x
2

ty ' : 1 )圆 12= 1

SS
,
死ydxdy

= 台⼭ S % 上些γ==xtgz
= f µ ! f 府↓(1- r = )
= f哲北[ )(1 -r)) 。
= ⾼ 2 π. ( o - 1 ) 3u : 等

µ=π ,=

5
π

U ⼀⽅ U π= 哥-zu



⼀

IT π
.

可

由上⼀题 0 ≤ X4g =≤ 1

D = {x ,y >| x4y
=}

Max⾲



。 ⼀

( 以?
0
.

)
. ( )丁数” so = 考

下降最快 ,

aFxy ) : xciix 1
瓷 : zxtyml"y
)

= xaxyl )
at Poit P ( , . ) 瓷 = 2 等 =

: ⼜F ( 1
. 0 ) =

(

⼴ )

下降最快⽅向为梯度的负⽅向
∴ - F( 1 . 0 ) = (} )

b . ⽅向导数是梯度和5向向量的点积
DF ( 1 . 0) u : 1 个:“”

设( 台 )

rwituilimfheiol
没ui=lluba =5ad“

我找你代
Sinrfajoy

4ci_fnernw—
—)

2so + sinθ= 1

Siaθ =f - 2 ase



⼀ 4π

格林定理
φ(pdx+ω dy) = b (哥)的

cl 5ye烈⼭+ l6 x+ )少
. Q

前 : 5 : 6

{名 ( ⼀步)= { S06 - 5 d+= {{01 dA

S =πγ " = 4π
: SSHA = S = 4π



]

π

D : ( xty
"

≤ 1 ) 圆 γ=
没」]X ≤ Fy '- 1≤ y 1

% ]13 xtsinnxy )tg4+y不 dg
i }1 dx 少
= J{

p
1 d ⽇

=πγ==π
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5 为⼦的梯度
⼀I Sintytusttc

向量场 = Yasxy )
⼒部分 hx1 Syuxy = sincxy ) +f 1} ,t]

Y部分 靠 : x的 lxy
)

:hly1 Sxascty ) =sinx 1 +hE )

⼄部分 hx) = f- sinZ = 的Z

:f(x ,y "E ) = Sin(xy )+z+C



eg . F ( x ,y ,
2 ) =y

2
z
3
i+ 2xyzjt 3xyzik

① uoLF =o ② f <x,以 ,t3 → F = af

fx ( x,y, 2 ) =g
=
z
) 箭 = 2YE

3 = 3 y主
fy <x ,y, t ) = 2xyz

3

f=<xy,21 =3xyz) 義 =
2yz 3 = 6xyz

= y=z
' 8fz

x = 3gz
=

箭 = 6xyz
S= xy=

z^ X部分
∴f = xyε3 +gcy,)anF影了= xy=E

3
Y部分

g (y , z ) = h (z ) _ 0

」t = xyz
"

E 部分
hiz) = 0 U 1z 1 = C

∴ fx ,yiz )=λy
=

z
'
+ c



凉 sinx
”
⼀
位于第⼀象限单位球体

公式 x= rSim4aso

Y = rsinψsino由于在第象限{
Z = ZWS4 0 ≤4 ≡ V =θ≤2π

了 “熊
: I冰 b

≥
. 0sin 4 drd 4 du

=!drS
.

"

dus 喜 4sinψ d4
=π5 ! dra4 )

= πS ! - γ4 <o- pdr
= π 5 . 24dr

=π 字 r 51 !

=π
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— —试的 … … 之 ,
① 即

球下⾯⽅.^' :Pas
4O =any
X= PsTnlasu
Y =

sp nψSinl

。 ASO = IG; ⼼
{
E = us4P

G3u = Sine

Q : 芽
: 2 = { ( p 0 , 4 ) 10 ≤O ≤2π , 0 ≤ 4 ≤岳 , O ≤β≤ m4 }

V = SS30d =f" 0。 d 45 ∵40 ' singde

⼆阿 du唇北⾔ assinψ
“

[ 以 4年4
I

倍
=- ☆[ )4 -12 卡x 海
= ⼀岳 x年 号

⼆哥



交线 : Z = Xty
=
- jo -xty

正磁只改 xY
平⽅ : (x+y=

j

== 6 - x三
y

( x+y
=

j=+ (x+y
=

) - 6 = 0

ett = xty
'

:七午t -6 = 0

t+3) ( (t- 2) =0
t 1

=
- 3 (舍 )tz= 2 =

x
+ y

=
… γ=⼚圆

γ== xty
=

原式 :9品r ↓[zd 北

X= rusQ{
Y = osine

= 8 ⼭ ∵r ⼩ .Ʃ ( 6 - x=y=
- (xty= )

= S台 d0Sγ . { ( 6- r =- r 4)dr

冰⼭否6~ -r 3- r5d
⼆ { 2 π 13 γ≥ 出 04 -川 !
=π ( 6 - 1 - 4 )

⼆亏
π

315
- 4



⼀
格林定理不适⽤[⼼ g=µ 前i
哥 :

Assane单位圆 x⾨=≤ 1

D = roso y = rsine 0 :γ≤ 10 ≤ e
≤2π

dx = - sinude dy:
asude

F - dr: ( - by-
)
( - sin(odu)i+cosedej]

: ttiho t stnede)Tteddj ]
= Sinlu detasedd
= do

∴
. φcF -∞=f 2≥ 北 = 2π
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附加题divF =+箭 ts*y
”

=

g

求⾯积分在 z = 1 - x
^

上

{ Z =0
𠘑

分别求⾯积分
不相加


